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(P-1) incoming messages to root
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(f-1) incoming messages

Phase 1 Phase 2
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t ÒUn�oÆq Ô i �¢�m1��� N j � k oHÒ NIj ß Ô i ÒUnÐo=q Ô �+i ���m1NIi �¢� � N

ÏO�9�r�o��°�9¡¢�O�ÅÚ�¬9���r����¡��g�m¡��O���Å��|Ã·§��*�,°�¦Èr�|�����*�9� N ¡��O¡¢���g���L°�r�?>

ÒÏn�o=q Ô i ���m1�¢� N j � k oÐÒ Nvj ß Ô i ÒUn�oÆq Ô �+i �¢�m1NIi ��� � N t º

ÒÏn�o=q Ô i �¢�m1�¢� N t � k oÐÒ NKj ß Ô i ÒUn�oÆq Ô �+i �¢�m1NIi ��� � N
NIi ��� NIi ÒÏn�o=q Ô t k oHÒ NIj ß Ô i ÒÏn�o=q Ô

NIi ��� N t k|m ÒUn�oÆq Ô oHÒ Nvj ß Ô
NIi ��� NvjÆN t k|m ÒUn�oÆq Ô j ß

NIi Ò �¢� Nvj ß Ô t k|m ÒUn�oÆq Ô j ß
ã·å



ô.¡¢¶g§9���8ã9� » >!�!�¢�*O�*� Nvi Ò ��� Nvj ß ÔÌ�L�9��k�m ÒUnOoÆq Ô j ß �{�g�Okrt ¹ � ß ºÊæ �|� n t º �÷ã ¹Dæ �|���L�9�
 L�*��¡¢�g§9� q

ÏO�9�D�*�4�� *�Ê�ÅÚ�¬9���|����¡��g�Ë¶*¡¢ g�r�3��9�D���|�[8 L�*��§��K�*� N °��§9���K�+¡¢°�±kO� n ���L�9� q �3±Ü3¡��3����°�*��Â
��³r�|�9���|�'Æ�*���rÃ·§��L°¡¢�g�o�4���Y�g���Ê®Ê§9�[����*�¢ g�K�{�g� N �·§9®#�|��¡�³|�*���Çµ×�·µ^Ø��9��¡��9¶V��9�Ê¡¢�·��|�����|³Å°¡¢�g�
�*� NKi Ò �¢� N�j ß ÔÌ�+¡¢°�^°�9�
�{§9�9³Å°¡��*�8k|m ÒUnRoßq Ô j ß ���+��¡�³Æ�z¡¢�3³r�g�9��°�*�'��g��³|� q ¡����9�r³|¡����|�
�'µ���9���g¬��|���L°¡¢�g���*�9�=���L°�K��¡�È|�8�*�T�D¬��L��°¡¢³|§9���*�(¬9���g�����|®^�.ÏO����¡��'°�r�����|³r�¡��g�V�*�,°�9�r���87�¤�
�{§9�9³Å°¡¢�g�9�!¡��!¬9�¢�*���|�¦�{�g�� *�L��¡��*§9�� *�L��§9�r�(�L� q ¡��#ô.¡¢¶g§9���+ã9� » �`�L� ��|�!���Å�°¡¢�9¶Ík t ¹ � ß º2æ ���L�9�
n t º � ã ¹Êæ �r��°���2 L�*�¢§9�|�+³r�g�����|��¬��g�9��¡��9¶�°� Ó ±[¯(ÂÜ���*���|�^���|��§9³r�¡��g�^¡��m²��r³r°¡¢�g�×ã9� ß �
û �9�¢µm¡��'°�r¶g�|��� NIrì¹ ¬����`�9§9³|�K *�L��¡�� N Â7���g®�¡��*�o°���|�r�|�Kô��*�8¡��'��|�����|³Å°¡��*�Ë¬4�g¡¢�'°�3�+��¡�³Æ�

�*���Ì�4�Å7���r�|�#7���2¡��'��|¶g�r���|�'�*�9�O®Ê§9�[!³Æ�9���*���Ì°���O�4�r��!�*��°���Ì7���9�%ô��*�.°�9�¤ *�L��§9�r��§9���r�¦�{�*�
kÎ�*�9� n �9�*��8°�����°�����4�r��O���|¶g���|�i®���µ¦�R�*�¢���*�'µ`�+���|���2¡¢��°�����°�*��¶g��� ¹ 7Æâ � �9�r¬4�r�9�9¡���¶��g�
°���2 L�*�¢§9�i�*� q �(ÏO���
§�¬9¬4�r�+�4�g§��9�×¡��O���|�*³Æ�9�r�k���*®��Å�+�9�|���
���r7�¤�|�r� � �*�9�^âÊ�+�9�|� q t º �
Ó �L°�m�+���|� N t â��+�y¬��*���|�'Y�����9�m���r³|�|¡Ç g�r� � ®��r�����*¶g�|�V���y����LV��9�k���|³r�|¬��¡��g�5³r�g����

ã á
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±Ü�¡��K¡��'°�r���r��°¡¢�9¶z°�k³|�g�9��¡��9�r�D°���Y�°�*��¶g�l� ß 7 ¹�� �kú(�*�¢§9�|�K�*� N ��®��*���¢�|�i°�9�*� ¹ �9�z�9�L

¬9�����9§�³|�i®#�c�*�9¡¢�9¶*�{§9� N ÂÜ�9�g®#¡¨�*��°���|�r�|���9���¤�r g�r�|��¡¢�T���g®#�i�*����¡¢°���*��µ#�·§9®Ê���|�O¡¢�Y°�9¡¢�Ì�°�L�9¶g�*�
�°�cµ N t ßTs � ��¡¢�O���r���|³Å°�r�k�*���m¬9�¢§9¶g�r�^�9�*³ÆÑ=¡��'°�K; ^da B�B^dcje$g ?`AkB Ò 1m7 N Ô��g�9�i¶g�Å°�g>

; ^da BbB^9cfe$g ?`ACB Ò 1h7 ßTs � ÔiD F o � k oÐÒ�Ò ß_s_� Ô j ß Ô i ÒÏn�o=q Ô �Ai ���g¶Pt�uwv xzy_1
t F o � k o º s_� i ÒUn�oÆq Ô �+i ���*¶ uwv x 1

ü �9�r��³|�g®#¬��*���|�y��k�9¡¢�9�g®#¡¨�*�%����|�r�|�.��9�|���Y L�*��§9�r�K�L� N °�r�9�b°�m³|�g����°��§9³rD°���r�|�D�+��¡�³Æ�
���c g��®#�g���m³|�g®#®Ê§9��¡�³c��°¡��*��¬9���L���|�r�8��¡��9³r�Ë���g¶ uwv x 1 { �¢�g¶ � 1¦�òÏO���rµ1�9�����Õ¡��5���r°§����
�{�g���6���|�9§9³r�|�«�*®#�g§9�'#�*�i���|³r�|¬��¡��g���*�9�5³r�g®�¬�§�Æ�L�¡��g�Î³|�*��°�r� º s_� i ÒÏnªo�q Ô¦¡¢�9����c�*�x�*�
ÒUn|o¦q ÔÛ�%ÏO�·§9�|�9����|�r�Ì¡���°�9¡¢�Ì�°�*��¶g�3�+¡¢���Y°�D��§�ÿ4�|�Ì�ÛÚ`°�°�Ê³r�g®#®Ê§9�9¡¢³c�L�¡��g��¡��V�*���9�r��°�Ê���c g�
�g�z³r�g®#¬9§�Æ��°¡��*�o�4���V°��¡��8¡¢�3��9�Ê�°�L�9¶g�D¡¢�k�+�9¡¢³Æ�Ë�g¬�°¡¢®�¡¢Èc�L�¡��g���O��¡�ÑL�K��9�K *�|³r��g�i��¬���¡¢8�*���
 L�*��§9�*�9���L�
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�9�`�|�h�9�*��*³r³|§9���L°�r�¢µ
�*³r³|�g§9�'h�{�g�,°���|�|�h�+¡¢��D�*�K�*���9¡¢��°�*�[µi�·§9®Ê���|�h�*�9�9�`�9�r�|�.ÏO���¤¬9���r `¡��*§9�
�ÅÚ�¬9���|����¡��*�Y�Ì�*���9�|��¡¢ g�r�×�*����§9®#¡��9¶D�
�{§9�¢������r�*��¡A� �L���*����§9®#¡��9¶K���g¶_^�10¡����*�Y¡¢�·��|¶g�r�|� ü ���|�
°���K�·§9®Ê���|�3�*�%�����9�r�8¡¢�����*��L�k¡��'��|¶g�r��¬������r�8�*�.°�9�
�9�|¶*���|� N ��°�9�
���`�*�®���µ×���*8�9�� *�
�z�{§9���¤���Å��L�8³Æ�9¡¢���9���|���9§���¡���¶���9�YØ����L�O¬9���*���*��±7��°�9¡¢��³c�*���*�(°�9�=�����*Ê��°¡¢���¤¡��9³r§9����°���
®#�|�����*¶g�+�¨��°�|��³rµÊ³r�g���k��+�9¡��¢�Ì�Ì�*¡Ç°¡¢�9¶��{�g�.��9�+���LÆ�i�*��°�������*��%¬9���*���+��
�*����¡¢ g�L�'�9�����Å g�r�|�

ã è
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Phase 1 Phase 2 Phase 3

log 3 (16) = 2.52

Total Phases = CEILING[ 2.52 ] = 3Full Phases = FLOOR[ 2.52 ] = 2

(3-1) = 2 children in each full phase CEILING[ 16 / 32 - 1 ] = 1 child in last phase

f = 3, P = 16
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°���|���O�+¡¢���9���O�{�r�¤�|�!°���*����9�O�{§9���9���r¤�*� Ò N)j ß Ô%®#�|�����*¶g�r�(��
���|³r�|¡¢ *�8�L�9�����|�9§�³|�*���«®#�g���
�9�ÅÆ�*¡¢���|�^�*�9�*�¢µ`��¡¢���+¡��¢�o�����p�H°����9>

; ^9cfe$g ?`ACB Ò 1h7 N Ô�D F o k i�� ���g¶!^	1�� o
ÒÏn�o=q Ô i Ò Nvj ß Ô i�� ���g¶ ^ 1�� o
ÒÏn�o=q Ô i�� 1Rm N~�����w�C�)�Y�Qj ß �

@3�r���*�(���*¶ ^ 1 ���r¬9���r���|�'��#���g§9¶g���¢µ]°�9�=�·§9®Ê���|���L�3¬����*���r�¦¡��y��9� N Â7���g®�¡��*��°���|�*�6±7�
¬��*�[°¡¢³|§9���*� � �¢�g¶)^	1��^¡¢�D°�9�l(���(µ  ���·§9®Ê���|���*�3¬9���L���|�r�¤�+�9¡¢��� � ���g¶)^	1��×¡��Ê°���=�`§�®Ê�4�r���*�
&�-$�"��¬9���*���|�r�Ì¡I�÷�*�%��9�g���^¡��' *�g�¢ `¡���¶6�Ë�{§9�¢�Ì���ÅV�*� Ò Nlj ß ÔÊ³Æ�9¡¢���9���|���{�g��°���m�����*|�ÕÏO�9�8k
°�r��® �*³r³|�g§��·��¤�{�g�!°���3®#�|���°�*¶g���¨��°�|��³rµ¦³|�*��¤¡��9³r§9�����|�V�{���g® �c�L³Æ�Y¬9���*���8�*�4°�9�+°���|�L��ÏO�9�
�¨�L��
7��� ÒÏn�ouq Ô2��|��®��2°�g¶*�r°���|�D��§9®õ°�9�����|³r�|¬��¡��g�b�*�9�b���|�9§9³Å°¡¢�g�b³|�*��°�D¡��9³r§9�����|�6�{�*�
¬9����³r�|����¡��9¶Ë�|�*³Æ��³Æ�9¡¢���o� û ��°�9�r���Y7�¤�z°�|��®��r�.°���VØ����[�³|�*§9�'°�D��9�Y�·§9®Ê���|�K�*�+³Æ�9¡��¢�9���r�
¬9����³r�|�����|�]�9§9�Ê��Y�{§9���h¬9���*���|�r�T�+��¡����
°�9�����|³r�g�9�]³|�g§9�'���°�9���·§9®Ê���|�8�*�(³Æ�9¡��¢�9���r�Ë¡��z°���
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°�2Ø��9�#°�9�+���|�[��g���*�%ÏO�9¡¢���L¬9¬9���g�*³Æ�
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